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Een vierkante complexe matrix 1s, zoals bekend, op één en slechts
één manier te schrijven als de som van een Hermitische en een scheef-
Hermitische matrix; we noemen de hierbij optredende Hermitische (resp,
scheef—Hermitische) matrix het Hermitische (resp. scheef-Hermitische)
deel van de gegeven matrix. Bovendien is een complexe matrix op &én en
slechts één manier te schrijven als de som van een re&le matrix en een
zulver imaginaire matrix; we noemen de hierbij optredende re#le (resp.
zulver imaginaire) matrix het re&le (resp. imaginaire) deel van de ge-
geven matrix, Ten slotte 1s een vierkante complexe matrix op één en
slechts één manier te schrijven als de som van een symmetrische en een
'scheefsymmetrische matrix; we noemen de hierblj optredende symmetrische
(resp. scheefsymmetrische) matrix het symmetrische (resp. scheefsymme-
trische deel van de gegeven matrix.

Het doel van dit rapport is, de volgende stelling te bewijzen:

Stelling. De complexe n xn matrices pn ,» waarvan het Hermitische
deel rang r c¢n het imaginalre deel rang s hebben, vormen een varisteit
waarvan de dimensie d de volgende waarde heeft:

d = %ng + n(r+s-3) + rs - 4r(r-1) - 4s(s-1) als r + s «<n,

d = 2n(r+s) - o - 5° als r + sy, n,

Het bewijs valt uiteen in een aantal stappen

We splitsen de matrix & eerst in redel en imaginair deel en deze
beide vervolgens weer in symmetrisch en scheefsymmetrisch deel, Dit le-
vert de schrijfwijze L =A+B+i(C+D), waarin A,B,C en D redel, A en C
symmetrisch en B en D scheefsymmetrisch zijn. Nu is A+iD klaarblijke-
11jk het Hermitische deel van 2- en i(C+D) het imaginaire deel van L= ,
Ge€ist wordt dus dat A+iD rang r en 1(C+D)(of C+D) rang s heeft, In
deze elsen komt B niet voor. Dezc matrix kan dus als re&le scheefsymme-
trische matrix geheel vrij gekozen worden, hetgeen 4n(n-1) re&le para-
meters oplevert.

We geven de getransponeerde van een matrix S aan met S', de toege-
voegd complexe van S met § en een eenheildsmatrix met I.

We beginnen met een aantal, ten dele bekende, hulpstellimgen,

Hulpstelling 1. Bij ledere reéle achaefaymm@tviaaha naxn matrix T
bestaat een redle nmtwam” liere n
is baataand@:m ‘
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ces (kastjes) van de gedaante
( o) 1)
3
-1 0
en overigens uit nullen., Als u het aantal van deze kastjes 1s, is 2u
de rang van T, die dus even is,

Bewljs: Zie Wedderburn [1] , blz.91, theorem 7; in deze stelling
worden slechts orthogonale P toegelaten en slechts kastjes van de vorm

(% 3)

met & £0 bereikt. Uit dit resultaat is onze hulpstelling echter direct

af te leciden, omdat
(10) (o“) 1o)= 0
o o -x 0 o o -1 0
Hulpstelling 1 kan ook bewezen worden met behulp van de bewljsme-

thode van hulpstelling 9.
Hulpstelling 2. Als een n Xxn matrix S rang k heeft, bestaan er k

onafhankelljke kolommen in S, zodat elk van de overige kolommen van 3
een lineaire combinatie van deze k kolommen is. Als in het bijzonder de
laatste k kolommen van $ onafhankelijk zijn en als K de n x(n-k) matrix
bestaande uit de eerst n-k kolommen van S is en L de n Xk matrix be-
staande uit de laatste k kolommen van S, dan is er één en slechts één
k ¥ (n-k) matrix U, zodat K=LU., Als in het bijzonder S reéel is, is U
re&el,
Het bewijs volgt ult de theorie van de lineaire vergeliljkingen,
Hulpstelling 3, Als een nxn matrix S rang k heeft, bestaat er

een niet-singuliere nxn matrix P, zodat in P'SP de eerste n-k kolommen
uiltsluitend uit nullen bestaan. Als S bovendien re&el is, kan P reéel
worden gekozen.

Bewijs: Door passende keuze van een permutatiematrix P1 kan men
de laatste k kolommen onafhankelijk zijn. Be-

verkrijgen dat in Pq'SPq
paalt men blj deze matrix U als in hulpstelling 2 en kiest men P2 als
volgt n-k Kk

~A

(’\f\ o) ] n-k
P, = ,
-U I } K

dan voldoct P=P,]P2 klaarblijkelijk aan de vereisten,

Hulpstelling 4. Als een nxn matrix S rang k heeft, dan hebben
het symmetrische en het scheefsymmetrische deel van 8 rangen <£2k.
Bewijs: Kies P bij S als in hulpstelling 3 en laat Sq(resp. SQQ»het;
symmetrische (resp. scheef

P'S.P (resp. P'S,P) het sy
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van P'SP. Uit de gedaante van P'SP volgt direct, dat de (n-k) X (n-k)
linkerbovenhoeken van P‘SqP en P’SQP ultsluitend uit nullen bestaan.Hler-
uit volgt dat P'SqP en P'SQP rangen £ 2k hebben en dus ook S,3 en 82.

Uit hulpstelling 4 volgt dat het imaginaire deel van een Hermiti-
sche matrix van rang r cen rang £ 2r heeft, Alle even rangen g£2r kun-
nen daarbl] ook werkelijk voorkomen:

Hulpstelling 5. Als ugr en als D ecen refle scheefsymmetrische
nxn matrix van rang 2u 1s, dan bestaat er een re&le symmetrische nxn
matrix A, zodat A+iD rang r heeft,

Bewljs: Kies bij D een P als in hulpstelling 1. Omdat

1 1) ( 0 l)
(—i 1 K} I"f‘Sp. "i O

rang 1, resp. rang 2 heeft, kan men makkelljk een re&le symmetrische

n¥n matrix A1 aangeven zodat A1+1P‘DP rang r heeft, Kiest men nu

A=(p') A p7"
Iets soortgelijks kunnen we met cen relle matrix van rang s doen,

, dan heeft A+1D ook rang r en 1s A refel en symmetrisch,

De rang van het scheefsymmetrische deel 1s g 2s; alle even rangen <28
kunnen optreden:
Hulpstelling 6., Als u<s en als D cen re&le scheefsymmetrische

nXn matrix van rang 2u 1s, dan bestaat er cen re&le symmetrische nxn
matrix C, zodat C+D rang s heeflt,.
Bewljs: Analoog als bilj hulpstelling 5. nu echter met de matrices

(O 2) , 0 1)
en
0 0 (—1 0

Hulpstelling 7. Als T coen re®le scheefsymmetrische AxA matrix van

rang 2 AL 1s, dan vormen de oplossingen in refle AXV matrices X van de
vergelijking

X'TX = 0
cen variéteit, die in de omgeving van ¢lk harer punten de volgende di-
mensie d, heeft:

1
d1= A - 2V (Y-1) nls VLI,
d, = %/A(puﬂ) +V (A-/4) als Vo3 AL

Bewljs: Op grond van hulpstelling 1 bestant er cen retle nlet-sin-
guliere AxA matrix P, dusdanig dat

2M A2
7T 0\l
T, = P'TP = (' 2 )} M ,
0 0/ pA-2m

waarin Ta een niet-singulic Hahcﬂ”""mmtt**qch" matrix is, Schwijm&n
we X=PY, dan is X'TX=Y'T Y. We kunnen dua ook §@ vargwli;kﬁﬁg




VI

beschouwen, Splitsen we Y als volgt
Y

-

\
.. ( Yq‘) b2
- 3
¥, } A-2

dan is Y’T,lY—Y1 Tng We kunnen dus Y2 blijkbaar willekeurig kiezen
hetgeen ( )-Q/A)\) parameters oplevert, We merken verder op dat als we
van de in onze hulpstelling vermelde waarden van d, het bedrag (A-2m)V
aftrekken, de uitkomst gelijk 1s aan hetgeen bij substitutle van 24

voor A in deze waarden van d gevonden wordt, Uit dit alles volgt, dat

het voldoende is de hulpstelzing te bewijzen voor het geval dat A =2/L,
d.w,z, voor het geval dat T niet-singulier is,

We nemen dus aan dat T niet-singulier 1s. We leiden eerst enige
eigenschappen van de oplossingen van de vergeliljking X'TX=0 af., Laat X
een dergelijke oplossing zijn; de rang van X noemen we k, We splitsen

X in VYV kolomvectoren KgseeosXy) o Er geldt dan blijkbaar:

V

(1) X. Tx, =0 voor iyh=1,...,4.

J ~'n7

Omgekeerd levert leder stelsel KgseeesXyyo dat aan (1) voldoet een
oplossing van X'TX=0, We merken op, dat z'Tz=0 voor ledere vector z
geldt, zodat (1) alleen voor j#h gecelst bchoeft te worden, Verder le-

vert ledere permutatie van x ..,xl)ook ¢en oplossing,

s

We keren terug tot onzeqoplossing X van rang k. Er zijn dan k
lineair onafhankelijke vectoren onder Xq,...,Xl), waarvan de overige
linealre combinaties zijn. Laat deze k vcctoren KyseeesXy zijn. Op
grond van (1) is elk der vectoren Tx,‘,...,Txk orthogonaal op elk der
PERRRFE P Omdet T niet-singulier is, zijn qu,...,Txk lineair
onafhankelijk. Hieruit volgt 2kf;2}¢, dus kTS,fL' Op grond van zijn de-
finitie geldt voor k verder Ogk €)).

X door vectorcen Viepqror ¥y die ook elk

vectoren x

Vervangen wo Xk+1""’
lineair afhankelijk van Xgs o K

is hbt stelsel Xq,.. X yk+1,...,yy
V= Z: X ¥y, Schrijven; substitutie levert direct dat (1) voor dit

.,%, maar overigens willekeurig zijn, dan

ook e¢en oplossing, We kunnen n.l.

stelgo vervuld is.
We kiezen nu e¢en A, waarvoor A'TA=0, We willen de oplossingen be-
schouwen, die weinig van A verschillen, Laat m de rang van A zijn, dan
geldt 0 <m ¢« V enm gji, We noemen de kolomvectoren waarin A te splitsen
is BuseeesBy o Zonder beperking van de algemeenheld mogen we veronder-
stellen dat CPERRRIL: . lineair onafhankelijk zijn, Voor matrices X die
voldoende dicht bij A liggen, met splitsing KgseeasXyys zijn B o
lineair onafhankelijk. Voor zulke X, dle voldoen aan X'TX=0, voldoe
rang k dus aan'mgkg ¥ en k‘ﬁf“r : ‘
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waarvoor k een gegeven waarde heeft. Zonder beperking van de algemeen-
heid kunnen we XgseresXy lineair onafhankelijk veronderstellen. We kun-
nen dan X, willekeurig, mits dicht bij a,
meters., Als m} 2 moet X5 orthogonaal op qu zijn; daar 8o orthogonaal

kiezen; dit geeft 2 m para-

op 'I‘a,1 is en X, dicht bij 2, ligt, kan Xy dicht bij a5 worden gekozen;
dit geeft 244-1 parameters. We kiezen X, 20 dicht bij 85 dat qu en
Tx2 lineair onafhankelijk zijn. Als m>3, moet x30rthogonaal op qu en
sz zijn; daar a3 orthogonaal op 'I‘a,l en Ta2 is, kan x3 dicht bilj 83
worden gekozen; dit geeft 2 4a-2 parameters. We kiezen x3 zo dicht bi}]
83 dat qu, Tx2 en Tx3 lineair onafhankelijk zijn. Zo voortgaande vin-
den we voor de lineair onafhankelijke Kyse.5%, DU 2}L+(2/L—1)+...+
+(gprm+1) parameters, Als k> m+1 wordt voor X q DU vereist dat hi]
lineair onafhankelljk van XysenosXy is, orthogonaal op qu,...,Txm is
en dicht bij a ligt. Daar 2m< 2k <2 1s dit mogelijk en wel geeft
dit 2/ -m parameters. Zo voortgaande vinden we voor de linealr onaf-
hankelijke x,,...,%, nu 2+ (2 4=1) 4. . +(2M-k+1)=2 U k-3k(k-1) parame-
ters., Als V > k zijn op grond van het bovenstaande KipqseeesXy,nu vrl]j

m

als linealre combinaties van KysowosXy te kiezen; omdat de ruimte
voortgebracht door KysewesXy dicht 1ligt biJ de ruimte voortgebracht
door PRI (waar Blpqs 8y in liggen) is het ook mogelijk

Xppqs e s¥y dicht bij resp. Algqs 28y te kiezen., Voor deze vectoren
vinden we nog (V -k)k paramcters. In totaal wordt het aantal parameters
dus

(2) - 212 4 (2 +V + 3)k.

Voor continu veranderlijke k heeft deze functle ecen maximum voor
k= %(Q/L+L)+§). We gaan nu na voor welke toegelaten waarde van k de
functie (2) maximaal wordt. Wc¢ onderscheiden twee gevallen:

10 V&AL . Dan is % (m+V +5) > W+ %. De grootste toegelaten waarde

van k is V; bij deze waarde wordt (2) maximaal, Het maximum is

MV - V(Y -1).

20)12//L . Dan is %(%ﬁL+l)+ %)37AL+ % . D¢ grootste toegelaten waarde
van k iS}A,; bij deze waarde wordt (2) maximaal. Het maximum is
%;xgx+4)+/xu.

Het grootste aantal parameters wordt dus gevonden door k zo groot
mogelljk te kiezen; de dimensie is dus gelijk aan de hierboven gevon-
den waarden, dle juist de in onze hulpstelling vermelde waarden voor
A=2)4 zijn. De hulpstelling is hiermee bewezen. v

Hulpstelling 8. Als T een re&le scheefsymmetrische t Xt matrix .
en U een re&le t Xq matrix is en als de (scheefsymmetrische) matrix .
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q t

~~ T
A= (2 v

U

]t

rang 2p hceft, dan vormen dc oplossingen in redle tXq matrices X van
de vergelljking

(3) X'TX - X'U + U'X = 0

een variételt, die in de omgeving van de nulmatrix de volgende dimensie
d2 heeft:

dy = tq - 4q(q-1) als q¢p,
d, = sp(p+1) + a{t-p) als qyp,

Bewljs: We beginnen met de volgende betrekking:
0 U I
() (1 x') ( = X'TX - X'U + U'X,
-U T X

We passen nu hulpstelling 7 toc met T, ),)q,@n ¥ vervangen resp. door

\ » Q+t, p en q en wel beschouwen we con omgeving van de matrix
o]

~~y
(5) Ty ) oe
O}t
Het aantal parameters, waarvan dezc oplossingen afhangen is dus volgens

hulpstelling 7:

(a+t)a-2a(a-1) als q «p,

(6) )
sp(p+1)+a(a+t-p) als qyp.
Deze oplossingen sehrijven we in de vorm
sA%
a
(7) ( 1) J ;
Yf)

)2 t

voor voldoende dicht bij (%) gelegen oplossingen is Y, nict-singulier
Als (7) cen oplossing is, is de matrix, die door rechtsvermenigvuldiging
met Yq'q hierult ontstaat ook een oplossing e¢n wel cen van de gedaante

q

-y

: ()42

(8) X }t
met een X dle welnig van de nulmatrix verschilt, omdat Y1 -1 weinlg van
I en Y2 welnilg van de nulmatrix verschilt. Gaan we omgekeerd van een
oplossing van de gedaante (8) met X dicht bij de nulmatrix ult, daﬂ le
vert mchtavemenigvumigmg met een willekeuri

nig van I v&raahillwnﬂaf"‘
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met Yq dicht bij I en Y2 dicht bij de nulmatrix,., Omdat nilet-singuliere
gaXqgq matrices van q2 paramcters afhangen ¢n op grond van (4) vinden we
het gezochte aantal parameters door (6) met q2 te verminderen hetgeen
Juist het in onze hulpstelling vcermelde aantal oplevert,

Hulpstelling 9, Als T ecn rcé&le scheefsymmetrische n xn matrix
van rang 2u is, dan bestaat er bij iedere voldoend dicht bij de nulma-
trix gelegen refle scheefsymmetrische nxn matrix F, waarvoor T+F

rang 2u hceft, cen niet-singulicre re€le nx n matrix X zodat
X'(T+F)X=T. Hierbij kan Xin een willekeurig klelne omgeving van I wor-
den genomen, als F voldoende dicht bij de nulmatrix ligt.

Opmerking: Het essentiéle resultaat van deze hulpstelling ligt in
de bewering over het weinig van I verschillen, Zonder deze toevoegilng
is zij een dircct gevolg van hulpstelling 1.

Bewijs: Kies bij T ¢en P, zodat ]?-’”.l?P:’.[‘,l de in hul?stelling 1 aan-
gegeven kanonleke gedaante heeft, Noem F1=P'FP en Y=P~ 'XP, dan gaat
X' (T+F)X=T over in Y’(T1+F1)Y=T4. Het probleem is daarmece gereduceerd
tot het geval dat T de kanonicke gedaante heeft, Stel nu

n-2u 2u
ey PR A

o e (0]

n-2u
2u

[

met T2 niet-singulicr en in de kanonicke gedaante, Stel verder

n-2u 2Uu
ey o~ Ay

(10) .. ;</F2 R ) J n-eu
-F } 2u

FB Fy
met scheefsymmetrische Fyoen Fy. Omdat ’I‘qﬂ'ﬂ‘,1 nict-singulicer en F

1 klein
is, is T,+F) niet-sippulicr ¢n ('I‘PwL‘b"ur)'/1 begrensd., Op grond van hulp-
stelling 2 1s er cen rcdle 2ux (n-2u) matrix U zodat

!

(11) -Fy

(T, + F))U

(12) F

i

F,U.

2 3

Hieruit volgt

(13) F, = U'(T, + F))U

2

Verdcr is U klein. Nu is

(é “31) - (Tq ¥ Fy) '(:é i,) ) (g T23F4) '

De hier gebruikte transformatiematrix verschilt weinlg van I,
We behoeven het probleem nu nog slechts vo@r dﬁ‘H;w, :
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T2 op te lossen., Als n.l. cen weinig van I verschillende 2u ¥ 2u matrix
Z gevonden wordt, zodat Z'(T2+F4)Z=T2, dan geldt

(I c>>(o 0 > I o) _ [0 © )

o z') o 1R, (o Z (o 7,
Dit 1s echter stapsgewiljs uitvoerbaar, Het is duidelijk dat het

optellen van een klein veelvoud van een kolom bij een andere kolom ge-

volgd door dczelfde operatic op de overcenkomstige rijen cen toegelaten

opcratie is, In de eerste rij van T2+F4 staat op de eerste plaats een

nul, op de¢ tweede plaats cen getal dat weinig van 1 verschilt ¢n op de

overlige plaatsen getallen die weinig van O verschillen. Door kleine

veelvouden van de tweede kolom bij de derde tot en met de 2u® kolom op

te tellen kan men verkrijgen dat in de cerste rij op de derde tot en

met de 2u” plaats nullen staan., De overcenkomstige opcratie op rijen

toegepast lovert nullen in de cerste kolom op de derde tot ¢n met de

2u” plaats, Vervolgens kan men op soortgelijke wijze in de tweede rij

en de tweede kolom op de derde tot en met 2u° plaats nullen krijgen;

op de tweede plaats staat ultceraard cen nul, omdat de matrix scheef-

symmetrisch is (als u=1 zijn deze operaties overbodig). Vervolgens kan

men door de cerste rij ¢n de cerste kolom met cen weinig van 1 verschil-

lende factor te vermenigvuldigen (hetgeen ook ven toegelaten transfor-

matic 1is) verkrijgen, dat de getransformeerde matrix de gedaante

2u-2
/0 1 0-iQ
4 0 0 --=0
|l 0 0
P TytFy .} 2u-2
0 0

krijgt, waarin T3 nict-singulicr ¢n van do¢ kanonieke gedaante en F5
scheefsymmetrisch en klein is. Zo voortgaandce kan men het gezochte
resultaat bereilken,

Hulpstelling 10. Do relle scheefsymmetrische nXn matrices van

.rang 2u vormen cen varidtelt, die in de omgeving van ¢lk dezer matri-
ces dimensie —2u2+(2n—1)u heeft,

Bewijs: Kics cen reéle symmetrische nXn matrix T van rang 2u en
vorm hicrbij als in het bewljs van hulpstelling 9 ccn matrilx T1 van de
gedaante (9). Het is voldoende het probleem voor T, in plaats van T op
te losscn, Laat Fq cen kleine scheefsymmetrische matrix van de gedaan-
te (10) zijn. Het feit dat T1+F1 rang 2u heeft, impliccert het bestaan
van cen matrix U zodat (11), (12) en (13) gelden., Als omgekeerd U en
een scheefsymmetrische F4 klein gekozen worden en F2 en F3 uit (13) en
(11) worden bepaald, i1s aan alle verelsten voldaan, Dit geeft
2u(n—2u)+u(2u~1)=~2u2+(2ne1)u parametyf i jiir




-9-

Na deze hulpstellingen beginnen we aan het bewijs van onze stel-
ling. We geven het bewijs in drie stappen,

I. Variatie van C blj vaste D.
We kiezen een vaste reéle scheefsymmetrische nxn matrix D van rang

2u met u ¢8 en trachten de dimensie van de variEtelt der re&le symme-
trische nxn matrices C te bepalen, waarvoor C+D rang s heeft. Kiezen
we bij D een vaste P als in hulpstelling 1, dan heeft P'(C+D)P=
=P'CP+P'DP dan en slechts dan rang s als C+D rang s heeft en 1s P'CP
dan en slechts dan symmetrisch en reéel als C symmetrisch en reéel is,
De gezochte dimensie is dus dezelfde als die van de vari&telt van de
4 1+P’DP rang s heeft. Hieruit
volgt, dat de ofhankelijkheld van D van de gezochte dimensie uitsluil-

regle symmetrische matrices C waarvoor C
tend een afhankclijkheid van de rang van D, dus van u 18, We kunnen de-
ze dimensie dus door f(n,s,u) voorstellen.

We kieczen bl] de gegeven D nu cerst een vaste 02, zodat 02+D rang
s heeft, hetgeen op grond van hulpstelling 6 mogelijk is. Nu kiezen we
bij 02+D een re€le P als in hulpstelling 3 dusdanig dat in P’(02+D)P
de eerste n-s kolommen ultslultend uit nullen bestaan. We kunnen dus

schrijven
N -

5 S

N/\ F\-A.—\

0 K }n—s
(14) P‘(CZ+D)P =

0 L ~}s

In deze matrix zijn de laatste s kolommen onafhankelijk. We willen

nu C+D beschouwen, waarblj C welnig van C2 verschilt en nagaan van hoe-
veel paramcters C afhangt a2als C+D rang s heeft. In plaats daarvan kun-
nen we blijkbaar ook bij P’(CE+D)P cen dicht bij de nulmatrix gelegen
redle symmetrische n ¥xn matrix E optellun en nagaan van hoeveel para-
meters E afhangt, als P'(CE+D)P+E rang s heeft. We schrijven

n-g 3

oy (\&’ﬁ'

E o) n-g
1 2

B o= s
B, Eg }s
waarin Eq &n E3 symmetrisch zijn. Nu is

n-s S

Y~
E, K+E. n-g

P'(C,+D)P4E = k 2 \J .
E L+E s
o L+E3 /]

We kiczen E. on E3 z0 klein dat ook in deze matrix de laatste s kolom- .

2
men onafhankelijk zijn., Op grond van hulpstelling 2 is er nu een reéle
s x (n-8) matrix M, dusdanig dat
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(16) E (K + B, )M,

2

Hierult volgt

it

(17) E KM + M' (L' + EB)M.

Omdat E1 en E3 symmetrisch ziljn volgt hieruit
(18) M'(L-L')M + M'K' - KM = O,

Kiezen we nu omgekeerd E, symmetrisch ¢n M dicht bij de nulmatrix dus-
danig dat (18) vervuld is, dan kunnen we E, cn E, uit (15) en (17) be-
palen, Dan voldoet E aan alle vercisten, Omdat M door (15) en (16) on-
dubbelzinnig bepaald is (zie hulpstelling 2), is het aantal parameters,
waarvan E, en M afhangen het gezochte aantal paramcters. Voor E3 is

dit aantal %s(s+1). Om dit aantal voor M te bepalen bedenken we, dat
(18) cen vergelijking is van het type, dat in hulpstelling 8 is be-
schouwd, Met,f\correspondeert nu

n-s S

o )]

maar dit 1s twece maal het scheefsymmetrische deel van (14), dus 2P'DP
en heeft dus dezelfde rang 2ls D, dat is 2u.

We passen nu hulpstelling 8 toe met t,g,p en X vervangen door
3,n-8,u ¢n M, We vinden voor hcet totale aantal parameters van E3 en M
en daoarmee voor de functic f(n,s,u):

Sy = 2
(19) {f(n’ o

j- Nj=

u“-(n-s-% )u+sn-3s(s-1) als u ¢n-s,
(n-s

f{n,s,u) (3s-n+1) + %s(s+1) als uyn-s.

I

n

I1. Variatic van A bilj vaste D,

We gaan nu trachten 1cts nnaloogs voor het Hermitische deel te
doen. We kiegen weer cen vaste relle scheefsymmetrische nxX n matrix D
van rang 2u met u gr en trachten de dimensic van de varidtelt der
re€le symmetrische nxn matrices A te bepalen, waarvoor A+iD rang r
heeft, Op gcheel analoge wijze als hierboven is geschied kunnen we be-
redeneren dat de afhankelijkheild van D van deze dimensie uitslultend
een afhankelijkheld van de rang van D is., We kunnen deze dimensie dus
door g(n,r,u) voorstellen. We zullen bewijzen, dat g(n,r,u)=f(n,r,u),

17 zodat Aq+iD Péng P
heeft, hetgeen op grond van hulpstelling 5 mogelijk is. We kiezen nu
een permutatiematrix P dusdanig dat in Pf(A¢+iD)P;de laatst@'rfkoiy ‘

We kilezen blj de gegeven D nu een vaste A
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onafhankelijk zijn., Op grond van hulpstclling 2 bestaat er cen (in het

-

1 emeen complexe) r X (n-r) matrix U zodat P'(A1+1D)P=H de gedaante

n-r r
[ oy

w LY\ ! n-r
KU K } r

krijgt, wearin K cen Hermitische r xr matrix en L een complexe (n=r)xr
matrix is., Omdat de helec matrix Hermitisch is, geldt

L =TK,
dus itf; <
s _[Oku Tk poor
KU K }1?

In de deelmatrix van deze matrix bestaande uit de laatste r kolommen,
Lo= rang r heeft, zijn de cerste n-r rijen lineaire combinaties van de
lantste r. Hicruit volgt dat K nict-singulicr is.(Het is trouwens be-
<end, dat c¢en Hermitische matrix van rang r cen rX r hoofdminor #0 be-
wat),

Je ogaan nu bij H een dicht blj de nulmatrix gelegen redle symme -
‘rinche nxn matrix E optcellen en nagaan van hoeveel parameters E af-
canpt, als H+E rang r heeft., We beperken ons daarbij voorcerst tot een
cpeciaal geval, n.l. dat E de goedaante

n=-r r
[ Lot
!
1 4 ? —-—
Eq T2 hi n-r

met symme trische E, heeft. Nu is

’
Nn-r r
f"\\_)_,/\/‘—\
T XU + E, T'K + Eg' ] ner
H""E: .
KU + E, K } r

p grond van hulpstelling 2 is ¢r ven (in het algemecen complexe)
r X (n-r) matrix M, dusdanig dat

) ! 1 1
(“0) UKU + B, = (T K + E, M
KU + E2 = KM,

Codat K niet-singulier is, is
-qE

M=T+K

Surotitutie hiervan in (20
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bl ’ "1: o ' v
(21) Ey=Ey KT By + E, U+ TE,,

Het rechtoerlid is zoker Hermitisch., Het feit dat E1 gymmctrisch en
relel is levert do volgende botrekking:

. - 1
(22) By (KK "N, - £, (T-0) + (U'-u')E

o Qmo'

Klczen we nu omgekecrd 52 rclel, dusdani; dat (22) vervuld is e¢n bepa-
len we B, ult (21), dan voldoct E non nlle verelsten (behoudens de ge-
kozen speclale gednante), Als we (22) met (Qi)'1 vermenigvuldigen, is
het cen vergelijkine van het type dnt in hulpstelling 8 is beschouwd,

Mot A\ correspondeert nu
n-r

Tty
75-?( U =-U ) }I’!-— r
(23) 197 L? -1 —1>
- »r(T-U)  ~p(K7-K

[«

Nu i3 ¢chtur

1 ! S , s '
i1 -4U TKu UK\ /i1 0 0 u-U
— ‘ - el -
0 kgl Ku K /} k_w 1= o k-7 ’

1

TeZe mtelx is het scheofsymmetrische decl juilst 1 maal de matrix
(23). De rang van (23) is dus duzolfde n1s do rang van het scheefsym-
metrische deel von H, dic golijk is nan de rang van D, dat is 2u.
Prssen we nu hulpscclling 8 too mct t,q,p vn X vervangen door
r,N=-r, 1 .n E?, dan vinden we voor het aantal parameters voor EQ:

s

/ su=(n-r-5)usr(n-r) nls u<n-r,
oL ‘
) [ 2(p-r)(3r-ne) nlsudn-r.

We kunnen nu molike 1 gk boewijzen, d2t gln,r,u) & f(n,r,u). Het is
n.l, duidelijk dnt 4o voloonde situntic hoet grootst dunkbare aantal
paramebtoers oploevert, Do uiltonngsmatrix H is dusdaniy dat blj iederc
voldoend dicht bij de pulmatrix selepgen relle symmetrische rxr mateix
E. cen dicht bij 4

s

dicht bij de nulmntrix goelegen relle symmetrische (n-r) x (n-r) matrix

¢ nulmrtrix golegen rolle r oy (n-r) matrix E, en cen

E,i bestont dusdaniy dnt, 21ls E do met deze deelmatrices opgebouwde ma-
trix is, de¢ motrix H+E rang v heeft, Als dat zo is, kan E2 nog gevaril-
cerd worden (met cen drarult voortvlocionde variatie van Eq) volgens
(24%). In verband met de hicrboven gegeven afleiding van f(n,s,u),volgt
hicrult dat het aantal parametcers dan f£(n,r,u) is, Dus g(n,r,u)¢f(n,r,u).

Cm te bewijzen dat g(n,r,u)=f(n,r,u) behoeven we slechts san te
tonen, dnot doc ultgangsmoteix H zo gekozen kan worden, dat de hlerboven
buschreven ideale situatic optreedt, Hiertoe onderschelden we weer twee
gevallen,
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0 .
1. ugn-r. We kiczen

u n-r-u u r-u
T ~ ~
I 0 iT 0 j u

H = 0 0 @) 0 } n-r-u s
-1T 0 T 0 } u
0 0 0 I j r=-u

die klaarblijkelijk Hermitisch is, rang r heeft en waarvan het imagil-~
naire deel rang 2u heeft. We nemen nu een Kleilne re&le symmetrische
rxr matrix EB:

u r-u
Sy

~——
e, - ( Euy By > } u .
B Eg g r-u

Het blijkt nu mogelijk By

de (r-u)x u mntrix U, uit

=0 te nemen, Bepalen we de ux u matrix U, en

1

(1 + Ey)U, + EelUp = -iI

+ (I + E6)U2 = 0,

1
E5 U1

don moct (1I)U,-I=iU,-I rcéel en symmetrisch zijn, Nu is
-

_ . !
(T + 5y - BEg(T + E6) E5 )Ur,1 - ;111 4
U/l = -—1(1 + E4 - B (I + E6) E5 )‘ P

zodat aan deze vereliste inderdaad voldaan is, Als u=r treedt een kleilne

wijziging in het overipgens annloog verlopende bewijs op.

20. uy n-r., We kiczoen

n-r n-r  2(u-n+r) n-2u

Ay g T A
I iT 0 0 j n-r
~1T T -
H - i 0 0 } n-r )
iT 0 { 2(u-n+r)
0 9 0 I

} n-2u

waarin T cen nict-singulicre reéle scheefsymmetrische matrix is. Dan is
H hermitisch van rang r en heeft het imaginaire deel van H rang 2u. Wc
nemen weer een kledne rceéle symmetrische r xr matrix EB:

n-r 2(u-n+r) n-2u

E4 E5 E6

{ n-r
E, = B E } 2(u-n+r)
)

°

—— L P



-4

Hier moct ven relle r x (n-r) matrix E2 bij gevonden worden:

/qu I n-r
B - quﬂ i 2(u-n+r)
qu } n-2u

[ U { n-r
U = k[&z }2(u-n+r)

U3 } n-2u

zodat

(I+E4)U1+E5U2+E6U3=-11+E10
(25) E5’Uﬁ+(iT+E!)U +EgU,=E, 4

E6fU1+E8'U2+(I+u9)U3=h12 ,
Jdan moct I+E4 ES E6
(26) T E5' T+, g U -1

, !
e oF T+,
recel ¢n symmetrisch zijn,
We kunncn ook omgsokecrd U kiczen on Cigs Eqyq wn Eqp ult (25) bepa-

len; deze mocton dan rodcel en kloin zijn, We kiczen U2 reiel, U3 zulver
imaginair (U3=1U6 met rollo U6) n schrijven U,1=U4+1U5 met rolle Uy en
U5.

Er wordt dus golint:

. ' ‘:
Be Ur + (I + b9)U6 =0

Uit d. werste on do derde vergoligking zijn U6 en U5 op to lossen en

vervolyens ult de tweed:s Uy, Nu zijn Ug en U, kleing U5 verschilt wel-
- o

nig van ~I, want

- L
Uy = -(T4,-Tp (T484) " By )7

5 9)
Uit (25) volgt nu

(I+L4 UytEeU, = T

572 10
(28) L ULL + L7U2 = E,,
E6 UM— + EB o = 312 .



Nu wordt (26)
C ! 10
(Uu —iUS Uy -1U6) o -1 =
P12
1 7 1
= U, L10~U5 +Uy qu L(-Uy, U Eqq-Ug Eqn).
Daar (26) automatisch Hermitisch 18, 1s het voldoende te wisen
dat (26) rclel is. Dit geeft (probruik makend van (28) e¢n van de¢ getrans-

poncerden van dc vergelljkingen (27):

H 1 3
Uy -Ug Ty0-Ug E,p =
i !
= -Uy -Ug (I+Eu)uu-U L sUs-Ug F6 Uu—U L8

¥ 1
= -U4 +U&-U2 TUE = 0,

1
Hiceoon is te voldoen door UuzﬁUq TU, te kiczen, Dan is UM kleing
[ [
uit (28) blijkt, dat <an ook Eqps E,, on E 5 kluin zljn,

Als 2u=n treedt (on klein. wijzlging in hoo overigens analoog ver-
lopunde bowigs op.

Hicrmee 1s het bewrjs, 4ot p(n,r,u)=f(n,r,u) voltooid,

III. Vorintic van D,

Wo unan nu ook do scheetfsymmetrische motrix D varidren; hicrebij

houden we vchtor 40 rong: 2u van D voorlopiy; vast, We veronderstoellen

nhtuurligk, 920 ugr on u<s, Hot aantal parrometors wanrrvan cen kleine
o)

varincic von D, dic do rone 2u 10t 21fhongt is -2u‘+(2n—1)u op prond

van hulpstoelling 10, Do situntic dic het maxinanl donkboare asntal para-

metors oplevert is nu Jic woorbiy Jde uiioonrsmatrices £,C un D zo geko-
zZun zZlgn, dnt D rong 2u, A+1D ronc oroon C4+D rons 8 heeft, dusdanig dat
tij icderc D,é van rong 2u Cloe welnis van D overschilt cen Aq, dic weinig
vrn A verschilit, on coen Jq Cle welnic van © verschilt, bustnaat, zodat
+iDq NG P en 31 ?q rane g hool't on zodnt, bij vasthouden van Dq, in

S tCnovarintic, dic voan f{n,r,u) paramctors afhangt, on in C, ven va-
rintic, dic voan f(n,s,u) paramcters athangt, moguliﬁk is. In dat geval
zou het totale nantnl parometors in A,C on D snnen gelijk zijn aan

(29) f(n,s,u) + £(n,r,u) - 2u° + (2n-1)u.

We tonen nu cerst nan, dat de¢ hicrboven beschroven ideale situatie
inderdnad optrecdt, Het bowijs berust hoofdznkelijk op hulpstelling 9.
We kiczen cerst matrices A,C on D, dic nls ultgangsmatrix voor de varia-
Cle van A ¢on C bijy vaste D het maximale aantal parameters in A en C ge-
ven (alleen bij de afleiding van g(n,r,0) is van cen speciale keuze van
de uitgangsmatrix gebruik gemaakt). Nu nemen we een D, dicht bij D. Op
grond van hulpstelling 9 is er een X die whinig van I verschilt, zodat
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!

. - ’ owm g
X 'DX=D. Kics nu A,=(x")""ax"" e c=(x)Tex™, ann zyn A, en C, sym-
1
metrisch cn verschillen weinip van A, resp. C. Verder i8 X (A+iD)X =
H
A +1D, en X (C+D)X = C+iD, zodat varintic van A. en C4 bij vaste D

1 1
hetzelfde nantal poeamcters oplovert als varintie van A en C bilj vaste

We goan nu (29) nader onderzocken en wel zocken we het maximum van
dezv uitdrukking nls u varicert. W. gebruiken hicrbij (19). Do grenzen
waartussen u kan varileen zign O gu ¢ [)n] , WLr, u<s,

We veronderstellen cerst rgs on onderscheiden dric gevallen,
ﬁo r<in en r+s £n. Dan 18 n-ryr on n-s yr, Verder varicert u tussen
O ¢n r. Nu wordt (29):

(30) -u2+(r+s)u+(r+s)n~%r( -1)-3s(s-1).

Voor continu veranderlijke u heeft deze functie cen maximum voor
u=t(r+s) > r. Voor d¢ tocpelaten wharden van u wordt (30) dus maximaal
“ls u=r. D¢ maximale wanrde 18 dan

’51 r+s)n+rs-sr(r-1)-5ss{s-1 .

\ 2 o

27 r<in on r+s> n, Dnods n=r>r on n-s «r, Verder varicert u tussen
~, (4 - -~

O vn r, Voor 0 €ugn-s wordt (29) ro1ijk non (30). Op analoge wijze
0 3 N 3 4 3 - -

71ls in geval 17 zict men in dnt dit moximnal is voor u=n-s. Voor

n-s cugr worlt (29):

(32) -

u2+(n+r Sutrn-se(r-1)+5 (n-8) (35-n+1)+3s(s+1).

AOfs

Voor continu verandorlijke u heeft deze functic cen moximum voor
u= %(n+ru%)2,r— % . Voor gohole u met n-5 gu gr wordt (32) dus maximaal
1ls u=r, V.rder .14t voor usn-s5, dnt (50):(J2). Voor pgehele u met

r

O<ugr wordt (29) dus maxinma~l voor us=r, Do maximale waned. is dan
. ) .

(53) —;3-n(‘+(2r+2:3+‘;)ﬂ-—f‘“~8".

o . C
r> h. Den is n~SSJT%“$£T)\T}tWG »n. Vorder varicert u tussen O
on [gn{ . Voor O gu<n-g wordt (29) sclijk nan (30). Wederom is dit

maximnnl voor u=n-s. Voor n-s <u <n-r wordt (29) golijk 2an (32). Voor

s

. i i , : ]
continu veronderlijke u heeft dcze functic ¢on maximum voor u=§(n+r~%)a
> n-r- ; . Voor pohele u mes n-s <u g«n-r wordt (32) dus maximnal voor
C _ -
u=n-r, Voor n—r*gxlg[%nj wordt (29):

I

(34) —£u2+(2n—1)u+%(n~r)(3v—n+1)+%P(r+1) +5 (n-8)(3s-n+1)+ss(s+1).

Voor continu veranderlijke u hecelft deze functic cen maximum voor
U=5n- % . Doar [%n] =tn of %n-3, wordt (34) voor gehele u met n-rgug
.s[%n} naximoal als u:[%ﬁ] . Verder geldt voor u=n-s, dat (30)=(32) en
voor u=n-r, dot (32)=(34). Voor gchele u met 0gu € [%ﬁ] wordt (29)
dus meximnal voor u_{ ] . D¢ maximalc wearde wordt gevonden door u=sn

of u=in-3 (hetgeen op hetzoelfde neerkomt) in (34) te substituercn; dit

L4
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levert cehter weer (33). Voor de waarde van het maximum behoeven dus
slechts de gevallen r+s &n ¢n r+s 2n ondurscheiden tce worden.

Op grond van do symmctrie in r en s van uitgangsformule c¢n van
resultaat geeft r>y s dezelfde uiltkomst. We hebben dus voor het maximum
van (29) gevonden:

(r+s)n+rs-sr(r-1)-5s(s-1) als r+s

L—%n2+(2r+28+%)n~r2—L2 als r+s

(35)

We merken nog op dat dit maximum in 2lle gevallen voor de groot-
Ste tocgoelaten waarde van u bercikt wordt,

Maken we nu ten slotte A,C ¢n D veranderlijk, dusdanig dat A+1D
rang v ¢n C+D rang 8 heeft ovn kiezen we de rang van D zo groot moge-
1ijk, dan blijft deze rang bij klcine variatie constant., Immers bij
kleine variatic van even matrix kan de rang nooit dalen; in dit geval
kan de rang ook nict stijgen omdat deze maximaal is., Verder is het op
grond van het voorafgaande cduidelik,dat deze keuze het grootste aantal
paramcters oplevert, dat gegeven wordt door (35),

Om het resultoat ven de gtelling te krijsen moet ook nog de varia-
tic in B worden verrckend; door bij (35) echter sn(n-1) op te tellen,

krijzen we juist de formuloes van onze stelling, dile daarmee bewezen is,

D
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